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В  наклонно  направленных  скважинах  основным  элементом, ограничива-

ющим  надежность  и  работоспособность  насосной  установки, является  штанго-

вая  колонна.  Наибольшее число отказов штанговых колонн вызвано обрывами 

штанг.  Предполагается,  что  обрыву штанги  предшествует  появление  участка  с 

меньшей площадью поперечного сечения. В случае стержней конечной длины для 

определения наличия его дефектов может быть использовано изменение спектра 

собственных частот изгибных колебаний [1] или изменение частоты собственных 

продольных колебаний [2]. В [3] дается решение задачи определения переменной 

площади поперечного сечения от продольной координаты по известной зависимо-

сти перемещения свободного конца стержня от частоты возмущающей силы. В [4] 

и ряде других работ для стержня, совершающего продольные колебания, трещина 

моделируется как продольная пружина с жесткостью и для балки, совершающей 

изгибные колебания, повреждение моделируется вращательной пружиной с жест-

костью.  Решению  обратных  задач  о  продольных  бегущих  волнах  в  стержнях 

конечной длины посвящена работа [5].

Рассматривается напряженно-деформированное состояние прямой штанги, 

закрепленной верхним концом на упругом подвесе жесткостью  c1 и растянутой 

под действием собственного веса (рис. 1). Предполагается, что в штанге имеется 

короткий  участок  (по  сравнению  с  общей  ее  длиной)  с  меньшей  площадью 

поперечного сечения. Этот надрез не приводит к изгибу штанги и моделирует ее 

повреждение, в частности, повреждение, типа раскрытой трещины. Рассматрива-
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ется только напряженно-деформированное состояние в пределах упругости для 

тонкой штанги.  Поскольку трещина появляется  в результате  развития незначи-

тельного зародыша, причем необязательно в наиболее напряженном сечении, то 

предполагается, что надрез может быть в любом месте по длине штанги. Задача 

состоит в определении координаты надреза и его размеров  в приближении гипо-

тезы плоских сечений.

            

Рисунок 1

Обозначим  через  L , F  длину  и  площадь  поперечного  сечения  штанги, 

E , ,  – модуль упругости, плотность и коэффициент внутреннего трения, через 

l , f  – длину и площадь поперечного сечения надреза, xc  – его координату, u , T  

– перемещение и сила натяжения штанги. Между напряжением   и деформацией 

  принимается следующая зависимость

=E ∂
∂ t ,=∂u

∂ x .

В соответствии со сказанным имеем

E ∂2 u
∂ x2 ∂3u

∂ x2∂ t −∂
2 u
∂ t 2 =0 , T=EF ∂ u

∂ x


∂2 u
∂ x ∂ t  .  

Отсчитывая  координату  x  от  точки  крепления,  запишем  граничные 

условия

T=c1 u x=0 ,T =0 x=L .

В пределах надреза с короткой длиной l  и вблизи него имеется сложное 

пространственное напряженно-деформированное состояние [6]. Однако здесь для 

простоты принимаем одноосное растяжение – сжатие. Как показывают экспери-
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ментальные результаты [7], средняя величина коэффициента затухания продоль-

ных колебаний подвешенной штанги  с  надрезом при ударе  по нижнему торцу 

примерно на 20 % больше, чем этот коэффициент для такой же штанги без над-

реза. Рассматриваем динамическую задачу [2]:

∂2 u
∂ x2 ∂3 u

∂ x2∂ t
− 

E
∂2 u
∂ t 2 =0 , T=EF ∂ u

∂ x


∂2 u
∂ x ∂ t  , (1)

T=c1 u x=0 ,T =0 x=L . (2)

Обозначая функции в областях  0≤x≤ xc ,  xc≤x≤xcl ,  xcl≤ x≤L  ин-

дексами «1», «2», «3», соответственно, запишем условия стыкования решений при 

x= xc  и x= xcl   (условия равенства усилий и перемещений) [8]:

∂u1

∂ x


∂2 u1

∂ x ∂ t
=m∂ u2

∂ x


∂2u2

∂ x ∂ t  , u1=u2 , x= xc , (3)

m∂ u2

∂ x


∂2 u2

∂ x ∂ t =∂ u3

∂ x


∂2 u3

∂ x ∂ t
, u2=u3 , x= xcl  , m= f

F . (4) 

Условия вида (3) - (4) приводятся также в статье [8], где предложена уни-

версальная  процедура  обработки  данных  разрезного  стержня  Гопкинсона  [9]. 

Таким образом, в приведенной простейшей модели надреза фигурируют его коор-

дината xc , длина надреза l  и параметр m . В прямой задаче координата надреза 

xc , его длина l  и параметр m  известны, в обратной задаче необходимо опреде-

лить эти величины.  

Частное решение задачи (1)  при =0  имеет вид

u= A cos xB sin x sin t =/a ,a2=E / .

Шесть  констант  в  этом  решении,  записанном  для  областей   0≤x≤ xc , 

xc≤x≤xcl ,  xcl≤ x≤L  ( xcl≤ xcl )  определяются  из  шести  граничных  условий 

(2) - (4).  Для  того,  чтобы  Ai , Bii=1...3  не  были  равны  нулю  одновременно, 

необходимо, чтобы следующий определитель равнялся нулю

det aij =0 ,                                                    (5)
где ненулевые элементы определителя записываются в виде

a11=c1 , a12=E ,a25= , a26=cos   ,
a31=sin  xc  , a32=−cos  xc , a33=−m sin xc , a34=mcos  xc ,
a41=cos  xc , a42=sin  xc , a43=−cos  xc , a44=−sin xc  ,
a53=m sin xcl  , a54=−mcos  xcl , a55=−sin  xcl , a56=cos  xcl ,
a63=cos  xcl , a64=sin  xcl , a65=−cos xcl  , a66=−sin  xcl.
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Условие (5) дает частотное уравнение, которое здесь не приводится из-за 

его громоздкости.

Когда коэффициент  c1∞ ,  тогда частотное уравнение упрощается.  При-

меняя следующие соотношения при малых  l : 

sin  xcl =sin  xc  l cos  xc , cos  xcl=cos xc − l sin xc  ,

и пренебрегая   l 2 , получим

      
m2 −sin  Lsin Lcos2 xc−cos  Lsin  Lcos  xc+
+ msin Lcos L

 l sin  xccos xc cos  L−sin Lcos2 xc=0
 (6) 

Для штанги без надреза (  l=0 ) из уравнения (6) следует, что cos l=0 , а 

собственные  частоты  равны  [2]   l=2k−1/2k=1,2 ,...  или 

k=2k−1a /2L .

Для  определения  m ,l  и  xc  необходимо  провести  анализ  собственных 

частот продольных колебаний штанги с надрезом. Такое исследование выполнено 

для изгибных колебаний балки в работах [10, 11].

Прямая задача. Решение уравнения (6) проведено численно для следую-

щих параметров системы:  E = 2ּ1011 Па,  ρ = 7800 кг/м3,  L = 500 м, F = 0.00038 м2 

(диаметр штанги 22 мм), c1∞ .  Скорость  звука a = 5063.6 м/с. При этом пер-

вая, вторая и третья собственные частоты штанги без надреза ω1 = 15.908 с-1, ω2 = 

47.724 с-1, ω3 = 79.540 с-1. Для штанги с надрезом при xc  = 50 м, m = 0.75, l = 4 м 

решение прямой задачи дает, что круговые частоты продольных колебаний штан-

ги ω1 = 15.86760 с-1, ω2 = 47.64356 с-1, ω3 = 79.51424 с-1. На рис. 2 приводятся зави-

симости круговых частот продольных колебаний штанги ω1, ω2, ω3 от координаты 

надреза  xc  для параметра  m = 0.1 и различных  l (в м). Эти зависимости имеют 

периодический характер. Вторая частота не «чувствует» надрез, если координата 

надреза  xc=L /3 , а третья частота не «чувствует» надрез, если координата над-

реза xc=L /5  и xc=3L /5  и все частоты не «чувствуют» надрез, если координата 

надреза xc L . 
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Рисунок 2. Зависимости круговых частот 
продольных колебаний штанги ω1, ω2, ω3 от координаты 

надреза xc  для параметра m = 0.1 и различных l (в м)

Обратная задача. На рис. 3а приводятся зависимости параметра m от кру-

говых частот продольных колебаний штанги  ω1,  ω2,  ω3 для координаты надреза 

xc  = 200 м и различных малых l (в м). 

На рис. 3б приводятся зависимости  параметра  m от круговых частот  про-

дольных колебаний штанги ω1,  ω2,  ω3 для координаты надреза  xc  = 200 м и раз-

личных больших значений  l (в м). Видно, что при одной и той же собственной 

частоте  существуют  два  значения  параметра  m;  такой  вывод также  следует  из 

квадратного относительно m уравнения (6). 

Если частотное уравнение (6) записать для трех частот свободных продоль-

ных колебаний, то из полученной системы уравнений определяются координата 

надреза  xc , его длина  l и параметр  m. Например, для круговых частот  продоль-
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ных колебаний  штанги  ω1 = 15.8660 с-1,  ω2 = 47.6420 с-1, ω3 = 79.5130 с-1 решение 

обратной задачи  дает,  что  штанга  имеет  надрез  при  xc  = 56.66 м,  m = 0.448, 

l = 1.13 м. Данное решение является  единственным,  что  видно из графиков  на 

рис. 4, где приводятся зависимости длины надреза  l от его координаты  xc  при 

m = 0.448 для вышеприведенных значений круговых частот продольных колеба-

ний штанги, так как видна только одна точка пересечения всех трех кривых.

На рис. 5 приводятся зависимости координаты надреза  xc , его длины  l и 

параметра  m от  круговых  частот  продольных  колебаний  штанги  ω1,  для  ω2 = 

47.6425 рад/с (линия 1), ω2 =47.6430 рад/с (линия 2), ω2 =47.6435 рад/с (линия 3), 

ω3 = 79.5000 рад/с.

       

Рисунок 3а. Зависимости параметра m от круговых частот продольных колебаний 
штанги ω1, ω2, ω3 для координаты надреза xc  = 200 м и различных l (в м).
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Рисунок 3б. Зависимости параметра m от круговых частот продольных колебаний 
штанги ω1, ω2, ω3 для координаты надреза xc  = 50 м и различных l (в м)

Рисунок 4
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Рисунок 5. Зависимости координаты надреза xc , его длины l 
и параметра m от круговой частоты продольных колебаний штанги ω1

Проведенные исследования показывают, что по трем частотам свободных 

продольных колебаний можно определить координату надреза  xc , его длину l и 

параметр надреза m.

Автор выражает благодарность М.А. Ильгамову за постановку задачи и по-

мощь в выполнении работы.
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